ELS NOMBRES PRIMERS (§)

CARLES SIMO
Facultat de Ciéncies,
Universitat Autonoma de Barcelona

Tothom sap que un nombre primer és aquell que només és divisible per
ell mateix i per la unitat. Aquesta simple definicié ha donat i donara lloc a
nombroses recerques dels matematics per a esbrinar com sén i com es com-
porten els nombres primers. No puc negar que, en la meva vessant de mate-
matic experimental, he dedicat estones, tot esperant els resultats d’algun pro-
grama, a «jugar amb els primers».

La qiiesti6 primera és quants n’hi ha. Euclides (Elements, llibre IX, pro-
posicié 20) diu: «Hi ha més nombres primers que qualsevol conjunt de nom-
bres primers». La demostracié, ben coneguda, és: Si ps,...,p. fossin tots els
primers, els nombre que s’obté afegint 1 al producte de tots ells o és primer
o tot factor d’ell és més gran que qualsevol dels primers p;. En ambdés ca-
sos tenim un absurd.

Una altra demostracié basada en la divergencia de

) p;I (*)
P eP

(%= conjunt de tots els primers = fp, < p2 <...{) és deguda a Euler (1737).
Una prova elemental d’aquest fet és (Clarkson, 1966): Si (*) convergeix,

Je | It <1r2

m>k

(5) Conferéncia feta a I'Institut d’Estudis Catalans el 23 de novembre de 1977.
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26 CARLES SIMO

Sigui Q el producte del k primers nombres primers. Considero 1+4nQ,
n > 1. Tots els divisors primers de 1+nQ sén més grans que px. Llavors
tindrem ’absurd segtient:

r L :
Vvr>1, 5 (14nQ) 7! <y 3 p;l)t <1 .
n=1 i t=lm>k

Euler digué, de fet, que

1 1 P
+ =4 =+ +ﬁ+ﬁ+... = In(ineo) .

N —
Wl
v
~ -

La interpretacié d’aixd és:

-1
an ~ In(lnx) ,
P, SX

que, en efecte, surt del teorema dels nombres primers (t.n.p.) o de la forma

multiplicativa de la funcié &. (Una mica de notacid:
f(x)

f(x) ~ g(x) <= lim = ) 1

X> ©
anx = In(lnx) ; c.rpZ(x) = exp(exp(x)) ;

l X = Zn(lnkx) ; exp (x) = arp(ea:pk(x))

"R+l k+1

Destaquem que ln;x creix molt lentament:

x= 10° = In,x=2.6; x=1020 — in,x=3.8

Altres funcions que es comporten com In;x sén.

n__ = indi ' :
sup #(m) (9 indicador d'Euler) ,

m<x

o bé el nombre mitja de factors primers diferents d’un enter.

Hi ha férmules que donin els primers? La resposta és afirmativa, perd
sembla que poc util. Vegem férmules recurrents. Gandhi diu (1971): cone-
guts pi,...,pn, siguin P, el producte de tots ells. Llavors pns1 és inic zero
enter t de

1epf(p WDy oy

d|p =
n
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ELS NOMBRES PRIMERS 27
on b és un enter qualsevol més gran o igual que 2. Aci la funcié p (de Mobius)
es definida per (n) = 0 si n conté quadrat; p(n) = (—1)* si n és producte
de k primers; p (1) = 1.

Golomb (1976) generalitza els resultats de Gandhi aixi: sigui & una pro-
babilitat sobre

Z,,id(n) 20, § aln) =1 ;

n>=1
definim

B(m) = J atmn) ,  y(k) = u(d)s(d)

n>1 d|n

Llavors si per a tota successié de naturals

T és un operador tal que

tenim

Pasr = TCY(P ) - a(1))

Aplicant aixd obtenim, per exemple:

Poer = lim (P (s)g(s) -1)7H/s
s+ ®
on
P(s) = I €1-p7% , Eed= J 2™,
pllpn n:l

Voldriem férmules més explicites, és clar. Per exemple, que

=ma.ta,x+...+ B
Yy 0 1 anx
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28 CARLES SIMO

anés donant primers en donar a x els valors 0,1,2,... . Si fem

y=x +x+4l o y=x2—79x+1601

obtenim primers per valors de x entre 0 i 40 o bé entre 0 i 79, respectiva-
ment. Podem esperar una bona férmula d’aquest tipus? La resposta és no.
En efecte si per a x = a surt y = p, primer, és immediat que per a x = &
(mod p) tenim y = 0 (mod p) i obtindrem for¢osament no primers.

Perd si que hi ha férmules que representen tots els primers. Introduim
algunes definicions: Siguin

a GZT , X GZ: s P(a,x) EZ[a,xj
Pensem en P(a,x) = 0 en les variables x. Un conjunt de m-ples « es diu dio-

fanti si per a aquests valors 0 = P(a,x) té solucid.

Un conjunt contingut a Z,™ es diu llistable si existeix un algorisme que
permet de fer-ne una llista (és a dir, tot membre del conjunt sortira en la
llista, potser diverses vegades, i no hi sortira cap no-membre). Trivialment:
diofanti = llistable. El teorema fonamental, que déna solucié negativa al
problema 10 de Hilbert, és (Matijasevic, 1970): llistable => diofanti.

Tot conjunt diofanti de naturals és representat pels valors positius d’un
polinomi (Putnam, 1960):

Q(a,x) = (a+l){l —Pz(a,x)} =1

Teorema: Els primers formen conjunt diofanti i aixd implica que sén els tnics
valors positius de polinomis a coeficients enters quan les variables sén natu-
rals. N’han estat donades férmules amb 24 variables i grau 37, o 21 i 21, o
19129, 04215, o 12 variables i grau molt alt. En donem aqui una amb 26
variables i grau 25 que usa només 325 simbols:

(k+2) {1 -[wathti-qJ° - [(gh+2g+k+1) (h+i) +h=a T = [16 (k+1)3 (k42) (n+1) 241-£F -
—[2n+p+q+z—e:]2 -[e3(e+2) (a+1)2+1—02]2 —[(az—l)y2+l-x2]2 -
_[16r2y4(32_1)+1-u2j —[(32—1)12+1—m2]2 -[aitk+1-1-i"F -

-CCa+u? (w?-2)) 2-1) (n+4dy) 241-(xbcuw) 2 - [ntitv-y P -
- [p+1(a-n+1)+b(2an+2a-n*-2n-2) -u -[7+pl(a-p)+t(2ap-p>~1)-pn F -
- [a+y(a-p-1)+s(2ap+2a-p*-2p-2) -x P} .
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ELS NOMBRES PRIMERS 29

Aixi, mentre que hi ha una demostracié que un nombre és compost que
exigeix una dnica multiplicaci6 (simplement, multiplicant 2 divisors seus «ade-
quats»!), hi ha una demostracié que un nombre és primer amb un nombre
acotat d’operacions! (34 sumes, 39 restes i 68 multiplicacions). Exercici:
Demostreu aixi que 13 és primer.

Podem preguntar-nos com apareixen els primers. En principi sembla que
no segueixin cap llei. Aixi, mentre que del 101 al 113 n’hi ha 5, el segiient
no apareix fins al 127; del 1327 saltem al 1347; per contra, entre el 5639
i el 5659 n’hi ha 7. Entre 10'—100 i 107 n’hi ha 9 i entre 107 i 107+ 100 no-
més 2. En el primer mili6 de nombres hi ha més primers que en el segon;
en el segon més que en el tercer, etc., perd en el milié 32 menys que en el 33.
(Per a més irregularitats, vegeu més endavant.)

Es facil de fer taules de primers. El métode més eficag és el del garbell.
Un ordenador potent eficientment programat pot tractar milions de nombres
per segon. Aixi és possible d’obtenir tots els primers més petits de 10 en un
temps prudencial (centenars d’hores). Més dificil és d’emmagatzemar-los (al
voltant de 3.7 X 10" nombres, la major part de 12 xifres). La fig. 1 mostra
una plana d’una llista de primers més petits de 107 que ocupa 352 fulls d’im-
pressora.

No creguem, perd, que hom només coneix primers fins a 102, Molts d’al-
tres primers han estat obtinguts en estudiar certes successions d’enters. Eu-
clides, cercant nombres perfectes (que coincideixen amb la suma de llurs di-
visors propis) diu (Elements, llibre 1X, proposicié 36): Si diversos nombres,
comengant per la unitat, estan en proporcié duplicada i el conjunt de tots és
primer, el producte d’aquest conjunt pel darrer és perfecte. En férmula, si

-1
2?1 e P, 2P 2°

és perfecte.

Els nombres del tipus M, = 2P — 1 foren estudiats per Mersenne el 1644.
Euler prova que tot perfecte parell és d’aquest tipus. M, primer implica p
primer. Hom només coneix 24 (§) primers de Mersenne; corresponen a

2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,607,1279,2203,2283,3217,4253,

4423,9689,9941,11213,19937,

El darrer, Moy, és el primer més gran que hom coneix actualment. Fou des-
cobert per Tuckerman el 1971. Té 6002 xifres i el presentem a la fig. 2. Per
a p més petit o igual que 257, D'estat actual dels nombres de Mersenne (a

(5) Quan aquesta conferéncia estava en premsa s’ha descobert la segiient: p=21701.
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Una pagina d’una taula de primers <10". La taula ocupa 352 fulls d’impressora.

Fig. 1.
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part els primers) és el de la taula 1 (recordem que si n divideix p, llavors
M, divideix M,).

Diguem de passada que pel que fa a perfectes senars, hom no en coneix
cap. Si n’hi ha, cal que siguin més grans de 10%, que algun de llurs factors
primers sigui més gran de 100110 i que tinguin 6 factors primers o més (10
o més si no hi és el 3).

Altres nombres curiosos sén els de Fermat, F, = 22 + 1. Sén primers
per

p= 0,1,2,3,4 (F,=3,5,17,257,65537).

Fermat digué que tots ho eren. Perd Euler, el 1732, prova que Fs = 641 X
6700417. De fet hom no coneix cap més F, primer. L’estat actual el tenim
a la taula 2.

El primer d’ells del qual no se sap res és Fy (fig. 3). Té 39457 xifres.
Curiosament se sap que Fius és compost. Com a anécdota diguem que l'ex-
pressié decimal d’aquest nimero és «incalculable amb els mitjans actuals i
futurs». En efecte, té unes 9.6 X 10°* xifres. Si prenem com a ordres de mag-
nitud: Radi de I'univers = 10" anys de llum, 1 any de llum = 10% m., radi
d’una particula elemental = 10~"*m, tenim que a l'univers, hi caben aproxi-
madament

103(101»16+15) 123

10 particules elementals

Ni portant cada una d’elles una xifra podem somniar d’«escriure» Figss.

Els primers de Fermat intervenen en algebra com a corolari de la Teoria
de Galois, ja que els poligons construibles amb regle i compas sén els que
tenen n costats, on n = 2%p,...p;, amb p; primer de Fermat. No se sap si
hi ha infinits nombres de Mersenne primers, ni infinits compostos, infinits
de Fermat primers o infinits compostos.

Per que es poden abordar els My, Fp?.

Teorema (Lucas, Lehmer): M, (p 7 2, primer) primer si i sols si divideix el
terme p — 1 de la successié {si!, on

Cal tenir en compte que sk creix rapidament (siw té més de 107 xifres).
Llavors definim {r} aixi:

. 2
rl =4 3 rk+1 'rk -2 (mod Mp)

[151]
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El nombre primer més gran que es cone

Fig. 2.



ELS NOMBRES PRIMERS

33

Taula 2 (font Hallyburton, Brillhart)

X n(x) x/1(x).
10 4 2.5
10° 25 4.0
103 168 6.0
104 1229 8.1
10° 9592 10.4
10 78498  12.7
107 664579 15.0
18 5761455 17.4
10° 50847534 19.7
1010 455052512 22.0

Taula 3 (font Zagier)

[155]

p I 172,179,181,197,233,239 I 173,191,193,211,223,229,251 I 199,227,257
M factoritzat del tot cofactor compost compost, cap factor
p conegut
Taula 1 (font Brillhart, Lehmer, Selfridge)

p <4 5,6,7  |10%,11,12%,19,20,38 | 9%13,15,16,18,21, | 8,14 ]17,20,22,
23,25,26,27,32,36, 24,28,29,
39,42,52,55,58,63, 31, etc.
13,77,81,117 ,125,

144,150,207 ,226,
228,250,267 ,268,
284,316,452,1945

F primer| factoritzat| 2 6 4* factors compost; es coneix| com- ?

P (2 factors coneguts un factor; + = co-| post
coneguts) factor compost no es
coneix
J cap
factor
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Primeres i darreres xifres del nombre de Fermat F;;=2" +1. Ocupa 6 fulls d’

Fig. 3.
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ssora. Es el més petit d’aquests nombres del que no se sap si és primer o compost.
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Naturalment

= M |r
p p-l pp-l

19937 quadrats de nombres d’unes 6000 xifres permeten de decidir que Mgy
és primer.

Teorema: Tot divisor primer de F, per a n més gran que 1 és de la forma
202 k41,

Per a n = 8 s’ha provat fins k < 1542455295; per a n = 14,

k < 792008372, i per a n = 17, k < 16777215.

Teorema (Proth):

Fnep E=p Fql}(Fn'l)/z.‘,l i1

Pensem, petd, que per a Fi; caldria quadrar i fer mddul respecte a Fi7, 131072
nombres d’unes 40000 xifres.

Com se sap que Fioss és compost? 27 k + 1 és compost per a k < 5.
Sigui
1947

m + 1
it la resta de dividir t entre m. Fem
r, = 4 T4l = z .
Vegem que
m|22k -y

per induccié. Per a k = 1 és cert. Si ho és per a un cert k, tenim

k+1 k+1
2 . ! - =1
m|22 —ri —> m|2 “Tesl T ™F1945 TT1945

Llavors només cal veure si rigss + 1 és divisible per m (1944 quadrats i re-
sidus de nombres de 587 xifres com a maxim). Certament ¢és divisible si
k = 5=>Fus té per divisor menor 5 X 2™ + 1. Pel que fa al divisor més
gran se cap per a Fn és molt més gran que m X 2™,

[156]
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Per a nombres qualssevol no és tan facil de trobar-ne els factors (decidir
si sén primers és relativament més facil). Tot metode (com el trivial) que im-
pliqui 0 ( V n) operacions no és considerat com a tal i cal descartar-lo. Calen
metodes 0 (n'?) o millors.

Els més usats es basen: en representacions de An (A = + 1,2) com

amb D=—1, +2, +3, +6,(n,6) = 1.(D. i E. Lehmer) i 2 representacions
de hn d’aquesta forma (sempre existeixen amb A,D adequats) donen la fac-
toritzacié de n; en representacions en fraccié continua de Vn o Vkn per a
un k = 1 escaient, métode que amb un 360/91 factoritza, com a terme mitja,
nombres de 20 xifres en 6 segons i de 40 en 1 hora; en aprofitar factoritza-
cions completes o parcials de

n—I1, n+1, n*+1,n* + n+1.

Sembla que la cota actual és la factoritzacié d'un nombre qualsevol de 50
xifres.Lehmer ha construit dispositius electronics per a fer certs bucles o
garbells en alguns dels metodes de factoritzacié. LGltim, el SRS—181, pot
processar 20 milions de nombres per segon! Un métode degut a D. Shanks
i encara no implementat assegura factorizacié en 0 (n'/*) operacions. Existei-
xen abundants taules de factoritzacions de nombres dels tipus

2p-1

10P+1 , 2Px1 , 22Ps2Pyp , 2 +2P41 | etc.

Draltres qliestions encara no resoltes sén per exemple, si hi ha infinits
primers del tipus n® + k, k fix (Bouniakowsky conjecturd que si

£x) = Jax' e2[x], m.c.d. (£(x)) = N £ 0
x e Z

llavors f(x)/N és primer per a infinits valors x € N), o bé si sempre hi ha un
primer a (n?, n* +n). Se sap que

Y €6>0 ,on |Vx> Xgo [x,x+x7/12+ejf7P )

Més endavant tornarem a aquesta qiiestid.
Una classificacié molt important dels primers &s la relacionada amb I’a-
nomenat tltim teorema de Fermat: 1'equacié diofantina

xn+yn=zn

[157]
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no té cap solucié ni n és més gran de 2. Evidentment només cal demostrar-ho
per a valors de n primers. Kummer, en les seves recerques sobre el proble-
ma, introduf les nocions de primers regulars i irregulars, que no detallem. Di-
guem només que Kummer prova el teorema de Fermat per als primers re-
gulars. Dintre els primers menors de 100, sols 37, 59 i 67 son irregulars.
Siguin

els nombres de Bernoulli (definits més endavant), p un primer més gran de
2. Es diu index d’irregularitat de p a

irr(p) = #{k> 0|2k <p-3 i p|92k1

Els primers regulars es caracteritzen perque irr(p) = 0.

Se sap que hi ha infinits primers irregulars, perd encara no ha estat de-
mostrat que n’hi hagi infinits de regulars. Les experiencies numeriques sem-
blen afavorir la conjectura segons la qual I'index d’irregularitat segueix una
distribucié de Poisson de parametre 1/2. Per als primers irregulars calen
altres procediments per a provar el T. de Fermat. Diguem, pero, que en
Pactualitat esta demostrat que és cert per a tots els primers <<100000.

La famosa conjectura de Goldbach: tot parell més gran o igual que 4
és suma de dos primers, encara resta oberta. Ha estat verificada fins a 2%.
Se sap que tot nombre prou gran és suma de com a maxim 18 primers. Si
n és un senar més gran de 3%, podem baixar a 3 primers (Vinogradov, 1937),
encara que sembla que aixd és cert per a tot senar més gran de 5. Per als
parells prou grans hom pot escriure n = p+pip2 (Chen Jing Run, 1966), amb
p1, P2, Py primers. Hi ha constants efectives, C, § > 0 tals que

E(x)=#{n§x, n=2, n¢f’+P}==r>E(x)<Cxl-6

(1t = cardinal).

Si vin) és el nombre de representacions d'un parell n com a suma de
2 primers, consideracions heuristiques porten a

n

v,(n) ~ A
2 (inu)®

I p-1
p-2
p>2,p|n

»

0

[158]
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on

Ay = 21 (1-(p-1)72)

p>2
Diguem

v (n) = ot

o
Elpi=n’pieP
i=

La conjectura de Goldbach s’escriu

\)z(n)> oYne21Z .
w
2

Un teorema més general que els de Vinogradov és: Si r = 3, n = r (mod 2),
llavors

L 5 (o) nr-l nr—llnzn
V (n) = G (n + 0
r r (Inn)~ " (In n)r+1

Gi(n) és una funcié aritmetica complicada, perd

0 <Cl(n) <Gr(n) <C2(n) <4 o

Una pregunta no contestada inversa a la de Goldbach és si tot parell és di-
ferencia de 2 primers. Perd ja sabem que un boig pot fer una pregunta que
un milié de savis no podran contestar.

Abans de passar al t.n.p. diguem, per a acabar la miscelania, qué sén els
primers truncables. Un primer es diu truncable per la dreta si traient les se-
ves xifres una a una per la dreta sempre tenim primers. fdem per I'esquerra.
Els més llargs en base 10 sén 73939133 per la dreta i 35768631264621656
7629137 per I'esquera. Exercici: trobeu-los en d’altres bases.

Després de tot aixd que hem dit, sembla que els primers surten com vo-
len i que no hi ha llei que pugui dir res sobre ells. Aixd no és veritat, sin
que a grans trets segueixen fidelment una llei, encara que hi hagi irregula-
ritat en els detalls. Sigui

m(x) = #{pef’, p<x} .

Si no ens agrada el salt de & en els primers, podem fer n(p) = m(p—e) + 1/2

[1591
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per pe . amb qué T queda més simétrica. Per a elaborar taules de © només
cal un metode de garbellar. (En realitat és posible d’obtenir m(x) sense calcular
directament els primers). La figura 4 mostra part d’una taula de m(x) amb
pas de la x de 80000.

Si mirem la taula 3, el creixement regular de x/m(x) amb un increment
de 2.3 quan x es multiplica per 10 fa sospitar una llei com

x/m(x) ~Ilnx .

El primer resultat en aquesta direccié és degut a Chebyshev qui, el 1815,
prova que

X X
in x g“(x)<BZ

A gl x>%x,, oD A=A(x0),B=B(x0)

nx 0

Si xo = 30, puc agafar

1/2 .1/3 _1/5
A=ind 3 "5 " L0921 ... ;B=28471.105...
301730 ; 5

Una demostracié senzilla amb A i B pitjors és:

nﬂ(Zn)—ﬂ(n)§ 1 p p iZH] <22[‘1 == 71(2n) -7n(r) < 1.391%1'

- = n

n<p<2n

Si suposo
m(n) < 1.7 z: =
tinc
n 2n
m(2n) < 3.09zn—n <1,7 in 2n
si n > 1020.
D’altra banda
2n+1
m(2n+1) ;n(Zn)H <3.09 12n+1 g 1.7'ﬁ‘zgn—+l)—

si n > 1200. Com que

n = 12002399 = 7(n) < 1.7 Z:n ;

[160]
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la férmula és valida per a tot n més gran o igual que 1200.

Per la cota inferior, sigui
\Y V41
SR M IHEERA I

Com que

o S0 BT

i cada terme de la suma és més petit o igual que 1, p¥® < n. Llavors

v
L = P TT(l‘l) n L
[k] np P < ) [E} < (n+1) n )
pm k=0
sy ) 3 n1ln 2 17152+n1) 5 % : "nrl si 0> 200
tnn L Ln

Es mostra també que

pn>nZnn,Vn6N, lim

41

(Un raonament heuristic envers el t.n. p.: Si f és la densitat i hi ha «inde-

pendeéncia» entre els diferents primers,

X " X i
£(x) = g = Inf(x)=~] lf(p), ja que ;,p-l .
2 P a P P

Derivant

= Inx,

|

com voliem.)

A més de la funcié m(x), Chebyshev introduf

neo= 5 baat™= 7l em= § inp -
Vv

k21 p <X psx

oI



n(202968E4) =

n(203768E4) =

1(204568E4) =

99421841
99459270
99496517
99533699
99570986
99608336
99645589
99682970
99720250
99757623
99794952
99832482
99869784
99907068
99944328
99981595
100018818
100056265
100093551
100130822
100168011
100205243
100242717
100280052
100317419
100354858
100392045
100429493
100466656
100503972

99425586
99462932
99500247
99537433
99574710
99612074
99649310
99686553
99723948
99761366
99798702
99836261
99873576
99910819
99948063
99985302
100022546
100060002
100097313
100134520
100171776
100209004
100246493
100283817
100321154
100358588
100395821
100433174
100470317
100507754

99429281
99466666
99503994
99541218
99578450
99615782
99653025
99690321
99727721
99765074
99802426
99840042
99877206
99914481
99951745
99989073
100026345
100063755
100101049
100138333
100175525
100212701
100250230
100287592
100324883
100362314
100399616
100436927
100474087
100511450

99432996
99470386
99507738
99544965
99582155
99619492
99656726
99694061
99731471
99768786
99806152
99843723
99880929
99918214
99955514
99992746
100030038
100067515
100104727
100141992
100179195
100216384
100254003
100291302
100328624
100366046
100403293
100440614
100477841
100515174

9943672
9947410
9951150
9954863
9958594
9962316
9966045
9969781
9973519
9977254
9980996
9984749
9988465
9992194
9995919
9999642
10003377
10007120
10010844
10014570
10018288
10022013
10025770
10029500
10033235
10036971
10040708
10044435
10048156
10051885

Fig. 4. Part d’'una taula de valors de la func



99440506
99477848
99515162
99552388
99589653
99626889
99664236
99701507
99738986
99776246
99813692
99851236
99888419
99925664
99962961
00000237
000.7568
00074907
00112187
00149482
00186570
00223982
00261441
10298780
10336100
10373460
)0410782
10448043
0485307
0522603

99444234
99481599
99518913
99556077
99593362
99630632
99668092
99705254
99742744
99779953
99817459
99854917
99892183
99929401
99966604
100003974
100041289
100078643
100115932
100153159
100190331
100227774
100265111
100302526
100339781
100377178
100414476
100451812
100489055
100526371

a intervals de 80000 mimeros.

99448036
99485379
99522645
99559804
99597068
99634361
99671810
99709010
99746442
99783730
99821229
99858675
99895921
99933142
99970314
100007677
100045028
100082416
100119666
100156885
100194024
100231494
100268848
100306266
100343596
100380907
100418207
100455510
100492800
100530126

99451775
99489101
99526358
99563479
99600815
99638086
99675485
99712753
99750206
99787435
99825009
99862430
99899574
99936851
99974079
100011441
100048740
100086166
100123389
100160571
100197711
100235231
100272571
100309986
100347349
100384667
100421938
100459223
100496483
100533904

99455491
99492818
99529988
99567249
99604543
99641821
99679228
99716564
99753934
99791227
99828768
99866076
99903285
99940553
99977844
100015163
100052522
100089871
100127139
100164291
100201460
100238964
100276311
100313677
100351073
100388339
100425741
100462916
100500207
100537667

= 11(2030400000)

= 11(2038400000)

= 11(2046400000)
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In del producte de tots els primers més petits o iguals que x, i

b = § axt’®y =

k_j_l

1n del m.c.m. de tots els nombres més petits o iguals que x.

Si certament x/In x aproxima m(x) i, de fet 'error relatiu tendeix a zero
si x tendeix a linfinit, Gauss, intuint que la «densitat de primers» prop del
valor x és 1/In x, digué que m era més ben representada pel logaritme integral

X

) X 4t X 1 =€
Li(x) = = 11
)‘0 Tn & (fo Lin ( fo +f

))

1+€

valor principal de Cauchy. Si dibuixem m(x) i Li (x) per x < 10° és impossible
de distingir I'una grafica de laltra a simple vista, ja que la diferéncia ma-
xima és de l'ordre de 130 per x == 10°. Tenim

7 n
Li(x) =y+1ln,x+ z Linx)

2 n'n/

n:l

si x> 1. v és la constant d’Euler-Mascheroni =

: 1
= lim ( ZE - Inn) = ,5772156649
n>c
k>1

Encara que és més dificil de calcular que m(que es coneix amb 2% bits), hom

té ja y amb més de 20000 decimals.
Una millor aproximacié s’obté posant

Li(x) ~II(x),

d’on

m(x) ~ %)— Li(x!’%y = 1i(x) -%Li(xl/z) -%Li(xlm) iS5y +lpicx?

5 6
k:l

= R(x)

com va fer Riemann. La taula 4 mostra la bona coincidéncia entre m(x) i R(x)
Les diferéncies Li—m i R—m presenten oscillacions petites (relativament) pero

[164]
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X m(x) Li(x)-n(x) R(x)-n(x) X n(x) Li(x)-n{x) R(x)-n(x)
108 5761455 754 97 13.108 65228333 2560 563
2108 11078037 1038 153 14.108 69985473 2088 25
3.108 16252325 1084 30 15-108 74726528 1580 -566
4108 21336326 1052 -141 16108 79451833 1876 -312
5.108 26355867 965 -350 1710 84163019 2365 118
6-10% 31320703 1342 -81 18-10% 88862422 1607 -697
7-10% 36252931 1311 =212 19-10% 93547928 2505 146
810 41146179 1683 69 20-108 98222287 3015 602
9-10% 46000215 2434 734 21-10% 102886526 2738 272
10-102 50847534 1701 79 22+10% 107540122 2765 248
11-10%  sse62470 1021 -834 23-10% 112184940 1743 -824
12:10° 60454705 2034 106 24-10% 116818447 2672 -57

Taula 4 (font autor)

Pk

1 .5+i.14.134725
2 .5+i.21.022040
3 .5+1.25.010856
4 .5+i-30.424878
5 .5+1.32.935057

6 .5+i.37.586176
7 .5+i-40.918720
8 .5+1.43.327073
9 .5+i.48.005150
10 .5+i:49.773832

Taula 5 (font Edwards)

[165]
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en principi estranyes (fig. 5). Per contra, Li(x) — R(x) és molt «suau». D’al-
tra banda R és una funcié entera en In x:

1 (ln x)n
nZ(n+l) n/! d

R(x) =1 + 7§

n__?l

on { és la funcié de Riemann.

Diguem que Gauss obtingué la relacié Li (x) ~ m(x) a partir de I'expe-
riencia (calculant ell mateix els primers fins a 3 milions). Riemann fou con-
duit a R(x) = m(x) a partir de Uestudi de la funcié € , perd no demostra que
R fos asimptotica a m(x).

En el seu article basic (1859) «Uber die Anzahl der Primzahlen unter
einer gegebener Grosse» introdueix la funcié

G6) = T 0™ o 1 (1-p%)"]
n>l ;:.e‘f>

bé que aquesta relacié fonamental ja havia estat notada per Euler. Simplement

T -p~%H"t - g (g™ %28, | 3

pef pef

isi

k, Kk, k
n=p, [)2“ ...prr, llavors n

s

s’obté en agafar els termes en

en els diferents factors.

De




2000

1000
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200

T(x)

B’ a

U X en milions
1 2 3 4 5 6 Z £l3 9 JQ

b

- =100

Lix)-TI(x)

|~ X en milions

10 20 30 50 70 10 200 300 500 700 1000

Fig. 5. a) Grafica de m(x). No es distingeixen les irregularitats.
b) Grafiques de R(x)—mn(x) i de Li(x)—mn(x).
¢) Grafiques de Li(x)}—m(x) i de Li(x}—R(x) en escala logarftmica, (Font : Zagier .
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tenim

1 _ 7 wn)
t(s) s '

n=l n

Com que 1) = + oo, Euler (1748) tragué d’aci:

11
I ~z-5=

+-—_._+——..—_._—-+

wi|—

que no és pas evident! La demostracié és de Mangoldt (1897).
Mitjangant

+o (_x)s—l
2 sin(ms) T(s) z(s) = 1 [ P

- e -1

s'estén £ a C — {1}.
Diguem que

k+1

(2k) = (2m) 2% (-1) By /2(2K) !

on B, sén els nombres de Bernoulli:

{ verifica la relacié funcional

t(s), = T(1-s) (2m)° "1 2 8in() (l-8) .

Es clar que ¢(s) no té zeros a Re s > 1, perque

H(l-p-s)_l
P

és un producte infinit convergent si Re s> 1 i cap factor no és zero. A més

(168]
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dels zeros «trivials» s = —2k, k = 1,2,3,..., tots els altres sén Re s & [0,11.
La funcié

s/2

E(s) = T(1+3) (s-1) 1 °'% g(s)

només té zeros a Re s &€ [0,1]. Aquesta és I'anomenada banda critica. La fa-
mosa hipotesi de Riemann (HR) diu que tots els zeros de & sén a la recta
critica: Re s = 1/2. Hardy (1914) prova que & (1/2 + it), teR, que pren
només valor reals té infinits zeros reals (per parelles: + t). El 1921 Hardy
i Littlewood mostren que existeix un A positiu tal que el nombre de zeros a
la recta critica amb | Im t | <T és > AT si T és prou gran. Selberg, el 1942,
assegura que hom pot posat AT 1n T en comptes de AT. Finalment Levinson,
el 1974, demostra que més d’un ter¢ dels zeros cauen en la recta critica.

La demostracié del t.n.p. fou feta independentment per J. Hadamard i
Ch. de la Vallée-Poussin el 1896. (Nascuts els anys 1865 i 1866 amb poca
diferéncia, i morts el 1962 ambdés, demostraren el t.n.p. simultiniament).

Aquesta demostracié requereix la integracié de

s-1

X z'(s)
sty ¢ z(s)

= n(s)

enZ(fig. 6). Cal que la regi6 limitada per@ho tingui zeros, la qual cosa s’a-
consegueix veient que hi ha cota inferior de

|t]|&(o+it) =0 ,

i que a o =1 no hi ha zeros. Llavors s’ha de veure que per a tot & positiu,
si T, Ty, x sén prou grans, s’acompleix

lf\e' n(s)| < e on ¢ = ABCDEFGH .

Aixi es mostra que

¥(x) ~x (o millor, ff p(e)de ~ x2/2).
Les relacions

m(x) ~Li(x) , NM(x) ~Li(x) , P(x) ~x , 0(x) ~x
sén equivalents.

[169]
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Demostracions «elementals» (sense usar altra cosa siné combinatoria, al-
gebra i analisi real) foren donades per Erdos i Selberg el 1949.

Una bonica conseqiiencia del t.n.p. és que, donat un natural qualsevol de
k xifres, sempre hi ha un primer tal que les seves k primeres xifres sén les
del natural donat.

Hom demostra (Mangoldt) que

P -2n
w(x)"x-I% + zxn - In(27m) ,

P n>1

on p sén els zeros de & (presos en l'ordre | Im p | creixent, ja que la serie no
és absolutament convergent). També s’obté, equivalentment:

m(x) = R(x) -} R(x")

P

(exactament! ). Notem que x* o R(x?) constitueixen la part osciHatoria de
Y(x) o de ©(x).
Si

P P
T, (x) =- (R(x Ky ¥ R(x yy

amb els pyx ordenats per part imaginaria creixent Ty és fortament oscilatori
(vegeu fig. 7). Cada zero p = ¢ + it implica la preséncia dels zeros ¢ —it,
l-o £ it.

HR implica

172 1/2

[oex) - x| <cx/2@nx? i |n() -Li] <cx ' finx .

Un cert reciproc és:

T(x) - Li(x) g g Lf2+e

HR «<—— Y
E= 0 Lilx) :

per a tot X prou gran.

[170]
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Fig. 6. Corba usada en la demostracié del teorema dels nombres primers.

Now

o -

A
-

2 [0\ /\\yﬁox
TAY
il wﬂw \

L ﬂT,(X)

.I ~|
w N

! nﬂ. A X
VAV

Fig. 7. Termes oscillatoris en la expressié de m(x). (Font: Zagier).
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Sigui
M(x) = ) u(n) ;
n<x
llavors si
Ye>0, lim M(x)x_l/z_8=0 => HR .
X>00
(Se sap que
Vi>e , |M(x)| «—2%
= (Inx)*

on, per exemple, a = 2.9, a = 1, i que

[M(x)| <Axexp(-aVinx)

amb Ao explicites).

Un altra propietat equivalent a HR és: Sigui x € R,. Consideren els tren-
cats €[0,1] (de Farey) amb denominador natural més petit que x, ordenats
de petit a gran, i sigui A(x) el cardinal del conjunt de trencats. (Com a
exemple, si x=>5.5 surten

A(x) = 10). Si & = iesim terme de la serie — i/A(x), llavors:

A(x)
HR < Y e>0, § |6i| = o
1

x1/2+e) quan X*® ,

Siguin {1/2 + ita} els zeros de & en el semipla superior si és certa HR
amb t,7. Hom conjectura que

t )

n+l n’_ e (-1,0)
Ilnn

in(t

lim

[172]
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i potser val —1/3, i que

Tam - f =+w-
lim (tn 1 tn)lltn

+

Alguns resultats més sobre els zeros sén:
Teorema (Bohr-Landau): Per a tot § positiu, tots els zeros excepte una pro-
porci6 «infinitesimal» disten menys que & de Re s = 1/2. { no te zeros a

. 1
{s=o+ic||e] %21, 0% 1-5¢759 In (Tt]717) i

Destaquem que una regié sense zeros es correspon amb una

dlo(x) =w+0(xep(-¢(x))) .

Rosser, Yohe i Schoenfeld han demostrat rigorosament que els 3502500
primers zeros (per banda) de § tenen Re = 1/2. Per a ells la part imagina-
ria és menor o igual que 1894438,51... En donem uns quants a la taula 5.
Calculs de Gram, Lehmer, Rosser, Yohe i Schoenfeld, entre d’altres, posen
en evideéncia que § té propietats sobre la recta critica que suggereixen la no
certesa de HR. Per exemple, prop del zero niimero 13.4X 10° n’hi ha dos
de separats per 4.4X10~*. Pel que hom coneix, entre dos extrems consecu-
tius de § sobre la recta critica hi ha un zero, perd si per a valors més grans
de t entre dos extrems seguits no travessava l’eix, llavors HR seria falsa.

De l'estudi amb detall dels zeros de £ surten nombroses acotacions dels
tipus:

si x>10% , Je(x) =x|, |v(x) -x| <.0242269 x/lnx

k
x> 1 == le(x)—xl |lb(x)—x|<nkx/1nx,

on

7

n,=8.7, 1200, n, =1.86%10",

F
Majorant | 4(s)| a la banda critica, tenim

.6
T(x) = Li(x) =0(x exp(-.009 LX),
Zné %
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Férmules similars apareixen per a

M(x), T(x), €(x), ¥(x)
D’aci surten coroMaris com és ara que

{p/q, prqe P}
és dens a R,.
Sigui
N(T) = #{Zeros de £ amb t:T}.
Hom coneix que
“N(T) =%(Zn2—'ir-— 1) +s(1) +Z§+o(%) ,
on

S(t) =%Arg r,(%+ it)

«S
& ln t
s -of ()

Si bé no se sap si és cert

Hom conjectura

1/

IU)(X)-X|<C,X Z(an)z’

si que tenim una idea de l'oscillacié de Y(x)- x. Diem

£=0,8 si 1im§>0;f=9 g si Llim

(limits potser no acotats). . és Q4 i Q-.
Littlewood demostra que

Y(x) -x i 6(x) -x sdn Qi(/;lnf()
d’una banda, i d’'una altra que

m(x) -Li(x) i 0(x)-Li(x) sén @,

De fet els limits no estan acotats en aquests casos. A més, si

x e [2,T], T erpc3s ,

[174]
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el nombre de canvis de signe de

m(x) -Li(x) @&s > :714T/835

Férmules per al nombre de canvis de signe, de «grans» canvis de signe

: 1 /x
|m(x) =Li(x)]| > 100 In % Zn3x =
de canvis de signe de la mitjana sobre intervals de llargaria x/Inxx, i per a
intervals que garanteixen canvi de signe, amb HR o sense, amb constants
efectives o sense, han estat donades per Pintz.

Ara bé, tots els exemples donats indiquen que T(x) és més petit que Li (x).
Aixi és per a x << 10", Lehman demostra que entre 1.53 X 10" i 1.65 X 10"
hi ha 10* nombres seguits amb m(x) més gran que Li (x). Raonaments de
tipus estadistic, concretament la hipotesi segons la qual

(R(x) -T(x)) nx/V/x

es comporta com una llei normal N (0,.21), (vegeu fig. 8) porten a esperar
que T(x) és més gran que Li (x) per a algun x = 0(10*®). Per contra, sembla
que no podem esperar canvi de signe abans de 10'®.

T T T T T I
[ w8 =i =2 J‘ﬁ%ﬂ 2 4 6
| Ly
L '1 200
L ol 4
! [f 150 1
-
- 8 "
'18
- L:l::. IOO .
" 50
- 52()() .

Fig. 8. Distribucién estadistica de la funcié s;(x) fins a x=8x10". (Font : Brent).

Malgrat el comportament asimptdtic segons el t.n.p., localment poden ha-
ver-hi discrepancies notables. Aixi la taula 6 mostra fins a 82 milions en quins
blocs d’1 mili6 de nombres el nombre de primers és més gran que en blocs

[175]
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milid Al n | milié  an n milié Al n
1 78498 31 58120 61 55930(+2)
2 70435 32 57836(-1) 62 55555(-5)
3 67883 33 57842(+1) 63 55706(+1)(-1)
4 66330 34 57712 64 55780(+2)
5 65367 35 57396(-2) 65 55468(-3)
__________________ B oot cu e o, sy i o (i, e e i o, o TN e i 8
6 64334 36 57487(+1) 66 55559(+2)(-2)
7 63799 37 57361(-1) 67 55644(+3)
8 63129 38 57343(-1) 68 55575(+3)
9 62712 39 57436(+3) 69 55332(-2)
10 62090 664579 40 57252 2433654 70 55390(+1)(-1) 4118064
11 61938 41 57102 71 55309(-1)
12 61543 42  56864(-2) 72 55285(-2)
13 61192 43  56915(+1) 73 55431(+4)
14 60825 44 56849(-1) 74 55165(-1)
15 60627 45 56776(-1) 75 55050(-1)
16 60426 - 46  56893(+3) 76 ) 55307 (+3)
17 60184 47 56640 7 54924 (-4)
18 60053 48  56451(-1) 78 55009(-2)(+1)
19 59683 49  56387(-1) 79 54900(-3)
20 59557 1270607 50  56603(+2) 3001134 | 80 54938(+2)(-2) 4669382
21 59336 51 56360 81 55027 (+4)
22 59318 52 56349 82 55021(+4)
23 58960 53 56209
24 58901 54 56151
25 58805 55  55997(-2)
26 58600 56 56130(+1) i
27 58538 57 56105(+1)
28 58365 58  55901(-2)
29 58246 59  55978(+1)
30 58183 1857859 60 55801(-1) 3562115
Taula 6 (font autor)
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Desenes de milid Al n Desenes de milid Al n
201 467612 221 464533(-3)
202 467063 222 464680(+2) (-2)
203 466201 (-4) 223 464681(+3)(-1)
204 466708(+1) 224 464455(-3)
205 466522(+1) 225 464478 (+1)(-2)
206 465920(-5) 226 464362(-2)
207 466245(+2)(-1) 227 464841 (+7)
208 466068(+1)(-3) 228 464499(+3)
209 466106 (+2)(-1) 229 464156
210 465794 (-3) 102886526 230 464133 112184940
211 466323(+6) 231 463456(-3)
212 466071(+3) 232 463631(+1)(-1)
213 464998(-4) 233 463699 (+2)
214 464860(-5) 234 463620(+1)
215 465831(+3) 235 463131(-3)
216 465334 (+2)(-1) 236 463388(+1)
217 465180(+2)(-1) 237 463337(+1)
218 465475(+4) 238 463113(-1)
219 464656 (-4) 239 463186(+2)
220 464868(+2) 107540122 240 462946 116818447

Taula 7 (font autor)

P m(p)  ri(p) ry(p) s;(p) s,(p)

110102617 6308959 239  -446  .4218 -.7871
36917099 2256804 692 260 1.9845  .7456
179845447 10022306 331 -514  .4691 -.7285
11467849447 518601767 8594 3352 1.8589  .7250

Valors grans de sz(p)
Taula 8 (font Brent 1975)
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anteriors (el simbol +k indica en quants) o més petit que en blocs segiients
(i —k indica en quants). Si prenem blocs de 10 milions, la freqiiencia dels
primers va disminuint, perd per a x > 2 X 10° els blocs de 10 milions ens do-
nen anomalies. No aixi els de 100 milions (taula 7), etc.

Quant a R(x) — m(x), la taula 8 mostra

r,(x) = R(x) -m(x), r (x) =Li(x) -7(x), s, =r. In x/Vx
i la taula 9, intervals en els quals r; té signe constant. L’amplada creixent
dels intervals indica que caldra refusar la hipotesi de Shanks:
n
lim - 1
nre 2
ja que sembla que no existeix el limit. Brent proposa
1T Splk)

lim Ilnn 5 k

=0

Recordem que
HR = s = 0(1nx)

Preguntes similars respecte a la distribucié de primers ens les podem

fer per a primers en progressions aritmetiques. Si (a,k) = 1 es té que a {a + ki
hi ha infinits primers (Dirichlet). Sigui

TTk(x) =#{p <x, peP, p=a(modk)}

Llavors

m(x)
¢ (k)

nk(X) ~

Existeix Co positiu, calculable, tal que

inf(p|pePNia+k}) <k % ,¥k30,Va, si (a,l)=1 (Linnik).(c < 10"

Per a acabar, anem una mica al detall dels primers vistos de prop. Poden
haver-hi primers molt junts?. Els que disten 2 entre ells es diuen bessons.
No se sap si n’hi ha infinits. Bombieri, perd, ha demostrat que hi ha infinits
primers p tals que p+2 té menys de 5 factors primers. Golubew conjectura
I’existencia d’un parell de bessons entre n* i (n+ 1), per a tot n natural.

A diferéncia d’alldo que passa amb tots els primers, Viggo Brun demostra
que

1,1
2 (G+=5p) <o,

P primer bessd

[178]
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Hardy i Littlewood conjecturaren que si r és més gran o igual que 1 i n és
gran, el nombre de primers p més petits o iguals que n tals que p+2r és el
proper primer, és

& dx

“2r(n)~Al'v1J2 (an)2 ’

on

pr
it
o —

A = 2c, I
qlr,qu—{Z}

i ¢ és la dita constant dels bessons:

e, m I =320 . ceore

(L-1/q)2
qe?-{Z}

El valor de r pot ésser arbitrariament gran:

= ! -
P sup{p€P|p§m. +1}——->pn+l P, Lm

Malgrat les experi¢ncies numeriques i els raonaments heuristics i «esta-
distics» que donen suport a la conjectura HL, aquesta no ha estat demos-
trada. Sembla que cal afegir-hi alguns termes (Brent) i escriure

-k-1
m w5 ) Z
) (n) f A ’](.,r: x7) .

de manera que el terme de HL seria el dominant quan n tendeix a infinit.

Per a nombres entre 10° i 10° hi ha bon acord entre la distribucié teorica
de «forats» de longitud 2,4,6,8,... i la real. Com sén alguns dels 50769035
forats, podem veure-ho a la taula 10. Quan n creix, les fregiiéncies més eleva-
des es desplacen cap a r grans.

Tornem als bessons. Els més grans que hom en coneix sén 76 X 3" + 1.
Tots sén de tipus 6k + 1 (excepte (3,5)). Les irregularitats dels primers s’ac-
centuen en els bessons. Per exemple

172(1:-1(352500))- ﬂz(n_1(350000)) =183
| S S— I ——
5061919 5023307

[179]
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a b a/b min r, maxr,
9278 11046 1.191 -6 0
324090 369790 1.141  -33
4889994 5530098 1.131 -84 0
34225760 38856760 1.135 0 260
53087472258 58483092228 1.102 -5288 0

Intervals [a,b] amb rz(p) de signe constant

Taula 9 (font Brent 1975)

v nombre de forats
1 3416337 n my(n)  r3(n)
2 3416536
3 6076242 103 B
4 2689540 10 e A
10° 3224506 802
5 3477688 9
IR o Lo N 2:10 6388041 984
6 4460952 4.10° 11944438 1032
7 2460332 Tyt emTTTTT T
. i 6:10° 17244409 -770
, e 8.10° 22384176 -248
1010 27412679 -1262
10 1821461 10
il B ot B 2.1010 51509099 -4667
11 1567507 41010 96956707 1869
12 2364792  TTTqp oot TTT
5 1810 61010 140494397 1555
8-1010 182855013  -985
14 1218009
15 2176077

Taula 11 (font Brent 1975)

Taula 10 (font Brent 1974)
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Admetent HL, surt 214, Si

(x) = Li,(x) -, (x) e =B ], 2
r3 X = 12 X - \2 X sy ON 12 X C22 Zrzt,

tenim la taula 11.
Les oscillacions de r3, sén molt llargues:

T3(x)> 0, ¥xe[3,1.36:10°Ju1.5.108 | 3.06-10°7 ,
ry(x)< 0, ¥xe[1.52:10°, 3.52-10"Ju[1.19-10'° , 2.71.101]

(vegeu fig. 9). De tota manera fins a 8 X 10',

|r3(x) Inx/vVx| <2.3

de sj(x)

’

xim [ minim

\
a

M

w 0 0 0 0 0P«

1 1

Fig. 9. Oscillacions de les discrepancies en la distribucié dels primers bessons: si(x)=
(Lix(x)—m:(x))ln x/vx. (Font : Brent).

Si admetem HL, la constant dita de Brun

)

p primer bessd

)=

1
¥ p+2

val 1.9021604 + 5x 107,
Una generalitzacié dels primers poc separats la constitueixen les k-ples, é&s
a dir, conjunts de nombres de la forma

“+d1 , n+d «s n+d

g K
[181]
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tots ells primers. Sigui
ma(N) =#{n <N | ntd, € P, i=l:L}

Hom conjectura que

pk'l(p-vd(p))

N s -
1Td(N)~Sd anN s B84 SdfO, on S, = 1 (p_l)k
pe P

i va(p) = nombre de classes mod p ocupades per di,ds...,dk. Si suposem la
conjectura certa uniformement per a

1__§d1< <dk§h
per a cada k, i
P (h,N) =#{ngN | #((n,ntn]N P =1},
tenim
e-)\ o
Pr(h,N) ~N =7 per N+ |, h~AInN .

Quan al nombre de primers en un interval perit, es demostra que

Je>0|si prAzl, Hash |t ian) ~n(a) > u} N N

Una pregunta natural és com cal triar di <d» <<... < di perque Sa7 0
i di — d; sigui el més petit possible. La taula 12 diu com poden estar de
compactats els primers, i en presenta exemples. Per exemple, si k = 4, dx — di
val 8 com a minim. D’aquestes quaternes n’hi ha 165 fins a un mili6, 295
entre un milié i dos milions i 897 fins a 10 milions. Si p és diferent de 5 i
p, p+2, p+6, p+8 sén primers, llavors p = 11,101 o 191 (mod 210).

Una conjectura que hom pot fer tenint en compte la convexitat de Li (x)
és la de subadditivitat de m:

mT(x+y) i‘ﬂ(x) +m(y) , Vx,yeN . '

Hensley i Richards han provat, perd, que estd en contradiccié amb la de les
k-ples, i sembla que la certa és aquesta. Llavors caldra obtenir

x,y [m(x+y) > (x) +7(y)

[182]



- d. exemples
k|-, d, p

a| 8 |0,2,6,8 5,11,101,191,821,1481,1871, . ..

5 [ 12 |0,2,6,8,12 5,11,101,1481,16061,19421,21011, . .
0,4,6,10,12 7,97,1867,3457,5647 15727 16057, ..

6 | 16 |0,4,6,10,12,16 7,97,16057,19417,43777,1091257,

1615837, ...
7| 20 |o,2,6,8,12,18,20 11,165701,1068701,11900501 ,
15760091,18504371,21036131, . ..
0,2,8,12,14,18,20 5639,88799,284729 626609855719,
1146779,6560999. .. .

8 | 26 |o0,2,6,8,12,18,20,26 11,15760091 25658441, . . .
0,2,6,12,14,20,24,26 17,1277,113147 2580647 ,20737877, ..
0,6,8,14,18,20,24,26 88793,284723,855713,1146773

6560993, ...

9| 30 |o0,2,6,8,12,18,20,26,30 1,...
0,2,6,12,14,20,24,26,30 17,1277,113147,. ..
0,4,6,10,16,18,24,28,30 13,113143,. ..
0,4,10,12,18,22,24,28,30 88789,855709, .. .

10| 32 |0,2,6,8,12,18,20,26,30,32+ | T TTTTToommmmees
1| 36 |[0.2,6,8,12,18,20,26,30,32,36*
12 | 42 |0,2,6,8,12,18,20,26,30,32,36 ,42*
13 | 48 |0,2,6,8,12,18,20,26,30,32,36,42,48*
0,2,8,14,18,20,24,30,32,38,42,44 48
0,2,12,14,18,20,24,30,32,38,42, 44, 48*
14 | 50 |0,2,6,8,12,18,20,26,30,32,36,42,48.50« | ’ ST
15 | 56 |0,2,6,8,12,18,20,26,30,32,36,42,48,50, 56+
0,2,6,12,14,20,24,26,30,36,42,44 50,54, 56*
16 | 60 |0,2,6,12,14,20,26,30,32,36,42,44,50,54 56,
o »42
17 | 66 [0,2,6,12,14,20,24,26,30,36,42,44,50,54,56,
62,66
0,4,6,10,16,18,24,28,30,34,40,46,48,54 58,
60,66
18 | 70 |0,4,6,10,16,18,24,28,30,34,40,46,48,54,58, | """t
60,66,70%
19| 76 |0,4,6,10,12,16,24,30,34,40,42,46 52,5460,
66,70,72,76%
0,4,6,10,16,18,24,28,30,34,40,46,48,54,58,
60,66,70,76*
20 | 80 |0,2,6,8,12,20,26,30,36,38,42,48,50,56,62,
66,68.72.78 .80%
21 | 84 | 0,2,8,12,14,18,24,30,32,38,42,44,50,54,60,
68,72,74,78,80,84%
22 | %0 | 0,2,6,8,12,20,26,30,36,38,42,48,50,56,62, -
66,68.72.78.80.86.,90%
0,4,6,10,12,16,24,30,34,40,42,46,52,54,60,
66,70,72,76,82,84,90%

* = amb cada k-pla de valors di (com 0,2,6,8,12,18,20,26,30,32) existeix la simdtrica
(0,2,6,12,14,20,24,26,30,32)

Taula 12
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Es immediat de veure que si p és el primer element d’una k-pla minimal,
m(ptd, =d,) =7(p) +k

Si m(di — di) és més petit que k i hi ha un tal p, la subadditivitat és falsa.
Alld que si que és cert és que:

x > 11 == 1(2x) < 2m(x)

A Dextrem contrari dels bessons hi ha els primers molt separats. Podem
definir la funcié g: N — N aixi:

g(r) =min {p € Plp  -p > 2r}

Es mondtona creixent, i la taula 13 ens déna valors en els quals g salta. Hom

conjectura
lim sup M =1
e g £ (in p)

La figura 10 ens diu el valor de

Pot+1 " Pn

(ln pn)z

per als valors p de la taula anterior. Aixd en particular implicaria que

Ve>0,dN | Vx> N=> Ex,x+(l+a)ln2x:]

té un primer. Se sap (Nicolas, 1969) que per a tot € positiu, hi ha infinits
n tals que
in,p. Iln,p
2 4
Zn3p
n

i que o bé hi ha 4 positiu tal que hi ha infinits primers
g a
pi I pi+1-Pi> pi ’
o bé

In,x ln,x
I B - ol o WEPAPR. o L
¥Yé>1, #{pigﬂpiﬂ P;23¢ i anx =



Fi A 1 A 1 ok i

)] [e0) ~

. . .

Fig. 10. Valors de la funcio @=(pa;i—ps) / (Inp.) per primers
més gran que per tots els anteriors.

pels que po,i—pa és
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D’altres conjectures sobre els primers molt junts o molt separats son:

Y(x+h) - Y(x) =h+0(h

1

1/2 xE)

~ e\un(x)

< -
Po<%s Py 7P, >alnp

Si

per 1 <hg<x

per a>

p(h) = Tim ( m(x+h) = m(x)) ,

per a h gran hom tindra

m(h) < p(h) <

2h
inh

0 fixat.

Una qiiestié natural és: Si la distribuci6 dels primers esta relacionada amb
la funci6 ¢ i, de fet, un coneixement «exacte» de la { (zeros, comportament
asimptotic, sumacié, etc.) ens déna tota la informacié sobre m(x), amb que
esta relacionada ma(x)?.

Hem vist que Dinfinit conjunt dels primers té infinits aspectes que atrauen
l'atencié dels matematics des de fa centiries. Moltes de les coses que hom
conjectura semblen raonables, perd n’hi ha d’altres que, bé que verificades
en unes quantes experiéncies, hom no veu la raé que en faci plausible la cer-

rogr)|r g(r) |r g(r) r g(r) r g(r)
1 3| 26 19609 | 105 20831323 | 177 4302407359 | 257 304599508537
2 71 36 31397 | 110 47326693 | 191 10726904659 | 258 416608695821
3 23| 43 155921 | 111 122164747 | 192 20678048297 | 266 461690510011
4 39| 48 360653 | 117 189695659 | 197 22367084959 | 267 614487453523
7 13| 56 370261 124 191912783 | 228 25056082087 | 270 738832927927
9 523 | 57 492113 | 125 387096133 | 232 42652618343 | 291 1346294310749
10 887 | 59 1349533 | 141 436273009 | 234 127976334671 | 294 1408695493609
a1 1129 66 1357201 | 144 1294268491 | 237 182226896239 | 301 1968188556461
17 1327 74 2010733 | 146 1453168141 | 243 241160624143 | 326 2614941710599
18 9551 | 77 4652353 | 160 2300942549 | 245 297501075799
22 15683 | 90 17051707 | 168 3842610773 | 250 303371455241
Taula 13 (font Brent 1975 i autor)
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tesa. No puc resistir la temptacié de cloure amb la conjectura de Gilbreath:
Si hom escriu en una fila els primers ordenats, i a sota una altra fila amb les
diferéncies primeres, i a sota una altra amb les diferéncies de la fila anterior,
preses sempre en valor absolut, i hom va construint files aixi, sempre el pri-
mer element de cada fila es + 1!.
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